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倉地紀子著倉地紀子著「CG コンテンツ」「CG コンテンツ」

本誌 月刊 FDI で 2022 年 4 月蘇る !!本誌 月刊 FDI で 2022 年 4 月蘇る !!

　本誌「月刊FDI」にて、2002年4月号から2012年12
月号まで連載していた倉地紀子著「CGコンテンツ」129編
（564頁）は。連載開始から20年、また11年に亘った連
載が絶筆となってから本年で10年目の節目となりました。
　これを基に2022年4月号（272号）から本文に再掲載し、
全記事内容を当時のままに、2巻にまとめて発行することと
致しました。
　なお、当誌にて掲載しております写真図版等はモノクロ印
刷となっておりますが、当時は全頁カラー印刷でした。なお、
その他の掲載内容は、当時のままといたしましたので、技術
面での記載内容などが現状と異なる場合がありますのでご了
承ください。
※フッターに掲載年月を表記してあります。

※書店及びネットでは販売しておりません。お申し込みは、お問い合わせは、
E-mail：editor@uni-w.com　月刊 FDI 編集部までご連絡ください。
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Wavelet Noise
( アンチ・エイリアシングの新理論 )

倉地　紀子

＜Wavelet ノイズ：基本となるアルゴリズム＞
Wavelet ノイズも、Perlin ノイズに代表されるマルチ・
リゾリューション・ノイズとして作成する。つまり基
本となるレベル 0のノイズ・バンドをまず作成し、こ
れにスケールを掛けて各レベルのノイズ・バンドを作
成する。レベル 0のバンドの作成では、基本的なア
ルゴリズムとしては、パーリン・ノイズの作成にも用
いられてきた以下のようなアルゴリズムを用いる。た
だし、これだけでは、バンド同士の独立性が保障さ
れないためレベル 0のノイズ・バンドはレベル 0の
Wavelet 空間内にあるという条件を加える。
(a) 基本となるノイズ・テクスチャの作成（レベル 1）
(b)（a）をフィルタリング（ダウンサンプリング）して
半分の大きさのノイズ・テクスチャを作成（レベル 0）。
(c)（b）をフィルタリング（アップサンプリング）して
2倍の大きさのノイズ・テクスチャを作成（レベル 1）
(d)（a）から (c ) を引いたもの（レベル 1の解像度の
テクスチャの中で、レベル 0の解像度では表せなかっ
た部分）を、バンド・リミテッドなノイズ・テクスチャ
と考える。

　Siggrap2005 で最も話題性の大き
かった論文のひとつとして、ピクサー社か
ら発表された「Wavelet Noise」（文献１）
が挙げられる。この論文では、これまで曖
昧にされてきたノイズ関数の問題点を根本
的に解決する方法が紹介されているが、同
時にこれは、テクスチャを用いたアンチ・
エイリアシングの手法としても重要な意味
を持っている。それゆえに、ノイズ関数を
必要とする映像制作の分野の技術者から、
レンダリング理論を追及する研究者にいた
るまで、幅広い層の人々の関心を惹きつけ、
この論文発表の時間になると、続々とホー
ルに人が押し寄せた。
　今回はこの論文を通して、ノイズ関数の
深みとその可能性をさぐってみたい。

パーリン・ノイズ
　自然界では、規則的な数式だけでは表せ
ないような複雑な現象が多い。このような
自然界の複雑さを補うための手段として、
異なった周波数の波を重ね合わせて作成し
たランダムな波形が用いられるようになっ
た。これがノイズ関数だ。中でも、映像制
作上で最も重宝がられてきたのが、1983
年に考案されたパーリン・ノイズ（Perlin 
Noise）だといえる。このノイズ関数は、
フラクタルという概念（山や海岸線の地形、
樹木、岩石などの自然物の形状は、相似形
のパターンを組み合わせたものとなってい

る）に基づいており、基本となるノイズの
波形に何段階にもスケールを掛けてレベル
の違う相似形の波形を作成し、すべてのレ
ベルの波形に重みをつけて足し合わせるこ
とよって作成される。パーリン・ノイズで
は、バンドのレベルが1つ上がれば、基
本的には２倍の周波数の領域に対応するこ
とになる。このように、各バンドが特定の
周波数の領域に対応しているようなノイズ
関数のことを、バンド・リミテッドなノイ
ズ関数と呼ぶ。

バンド・リミテッドなノイズ関数
　ノイズ関数を作成する上で、理想的には、
各バンドの周波数の領域同士がオーバー
ラップしていないことが望ましい。厳密な
意味でのバンド・リミテッドなノイズ関数
とは、このような状態を指している。
　完全にバンド・リミテッドなノイズ関数
では、各バンドの周波数の領域が独立して
いるため、それぞれのバンドに重みを付け
る際に、最終的な波の形を予測しながら重
み付けを行うことができる。また、エイリ
アシングという問題にも対応しやすい。
　レンダリングとは、光や色などのシーン
を表す波動を、画像という波動に変換する
作業だといえる。画像の場合には、２つの
ピクセル間を1つの周期とした波動と考

えられるため、画像の解像度がその周波数
を決定する。ところが、自然界は画像の周
波数を越える高い周波数の波を含んでいる
ため、これをそのまま画像に写しこむと、
不連続なものとなってしまう（エイリアシ
ング）。そこで、レンダラは、あるピクセ
ルの値を算出するために、そのピクセルに
影響を与えるシーン内の領域に密にサンプ
ル点をとり（サンプリング）、これらのサ
ンプル点で算出された値に重みを付けて足
し合わせる（フィルタリング）という作業
を行って、エイリアシングを緩和する（ア
ンチ・エイリアシング）。したがって、た
とえ画像の周波数を越えるような波であっ
ても、サンプリング /フィルタリングの処
理を行う関数（カーネル関数）がカバーで
きる周波数の範囲であれば、エイリアシン
グという現象は最終的な画像には表れない
ことになる。
　ノイズ関数が完全にバンド・リミテッ
ドな場合には、カーネル関数がカバーでき
ない周波数のバンドだけを取り除くことに
よって、エイリアシングを実際に引き起こ
す要素だけを選択して取り除くことができ
る。バンド・リミテッドなノイズ関数とい
う問題が注目されるのは、自然界の複雑さ
をうまく近似し、なおかつエイリアリング
という問題をうまく解決できるという点に
ある。

「エイリアシング」VS.
「ディテールの喪失」
　前述したパーリン・ノイズは、その作成
方法からバンド・リミテッドな性質はもっ
ているものの、実際には各バンドの周波数
の領域が独立してはおらず、かなり広い周
波数の領域に広がってしまっているという
ことが、90年代になると指摘されるよう
になってきた（文献２）。したがって、一
つのバンドが、カーネル関数がカバーでき
る周波数の領域とカバーできない周波数の
領域を同時に含んでいる場合が出てくる。
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前者は、エイリアシングを実際に引き起こ
す周波数の領域にあたり、後者はサンプリ
ング /フィルタリングの処理によって最終
的な画像にはエイリアシングとして表われ
ない周波数の領域にあたる。したがって、
エイリアシングを防ぐためにこのバンドを
取り除いてしまうと、逆に本来表現すべき
ディテールが欠けてしまうことになる。
　上記のような「エイリアシング」と「ディ
テールの喪失」との間のトレード・オフ
は、ピクサー社の過去の映画制作上でも、
大きな問題点とされてきた。カメラから
遠く離れたところではテクスチャの解像
度は低くなっているため、解像度を越え
る周波数のバンドをエイリアシングを防
ぐ必要性から取り除くと、逆に取り除い
たバンドがもっていたディテールが失わ
れ、遠景のノイズ・テクスチャは、「もや」
のようにしか認識できなくなってしまう。
新しいノイズ関数を考案するきっかけは、
映像制作上でのこういった問題点を解決
するところにあった。

バンド・リミテッドな
ノイズ関数の作成
　バンド・リミテッドなノイズ関数を作
成するために、論文では、画像を、複数の
レベルをもった基底関数の線形結合と考え
る。画像の解像度が２倍になれば、この画
像はレベルが1つ上の基底関数の線形結
合によって表される。そして、「各レベル
の基底関数は1つ上のレベルの基底関数
の線形結合として表される（条件α）」と
いう条件を与える。
最初の画像はレベル1のランダム・ノイ
ズをレベル１の基底関数の線形結合として
作成する（a）。次にこれを、レベル0の
基底関数の線形結合で表される部分（ｂ）
と、その残りの部分（b’）に分離する（ダ
ウンサンプリング）。条件αから、(b)をレ

ベル１の基底関数の線形結合で書き直して
（ｃ）を作成する（アップサンプリング）。
（a）から（ｃ）を引いたものは、レベル1
の空間内でレベル0の基底関数だけでは
表せないディテールの部分にあたり、ここ
では、これをレベル0のノイズ・バンド
とする。
　上記のようにして作成したノイズ・バ
ンドは、確かにレベル0の基底関数だけ
では表現できない部分となっているのだ
が、レベル0の成分を全く含んでいない
という保障はない。そこで、論文ではさら
に、ダウンサンプリングの際に、（ｂ’）は
レベル0のあらゆる基底関数と直交する
（orthogonal）という条件（条件β）を加
えている。これによって、（ｂ '）にはレベ
ル0の領域の周波数はまったく流れ込ん
でこないことが保障される。レベル0の
ノイズ・バンドは実質的には（ｂ’）と同
じものなので、このノイズ・バンドは完全
にバンド・リミテッドだということになる。
条件βを満たす空間は、数学的にはレベル
0のWavelet 空間と呼ばれ、このことが
Wavelet ノイズという名前の由来となっ
ている。

Wavelet ノイズの真意とは
　2つの関数が「直交する」という条件は、
空間の次元が有限の場合には、基底関数の
係数同士の内積がゼロとなることを意味し
ているが、無限の場合には、２つの関数を
領域内で積分したものがゼロとなることを
意味している。ここで、２つの関数がノイ
ズ・バンドとフィルタ・カーネル関数であ
るとすると、この２つの関数の積を領域内
で積分するという計算は、ちょうどこのノ
イズ・バンドをレンダリングするという計
算にほかならない。
　たとえば、画像の解像度のレベルが－
１、フィルタ・カーネル関数がレベル0

の基底関数の線形結合で表されていたとす
ると、条件βから、レベル0のバンドは
このフィルタ・カーネル関数と直交するこ
とになる。さらに条件αから、レベル0
を越える全てのレベルのバンド（レベル0
のバンドにスケールを掛けたもの）も、フィ
ルタ・カーネル関数と直交することになり、
これは、画像の解像度を越えるようなバン
ドをレンダリングした結果は、常にゼロと
なることを意味している。
　つまり、Wavelet ノイズでは、エイリ
アシングの原因となり得るバンド（上記の
場合にはレベル0以上のバンド）を取り
除かずに残しておいても、そのバンドをレ
ンダリングした結果は常にゼロとなり、レ
ンダリング結果に影響を及ぼさない。した
がって、Wavelet ノイズよって、「エイリ
アシング」 vs.「ディテールの喪失」の問
題も完全に解決できることになる。

バンド・リミテッドという性質の近似
　論文“Wavelet Noise”では、「内積」
の計算を「カーネル関数を用いたフィルタ
リングの計算」で置き換えることによって、
「バンド同士が相容れない（直交する＝内
積がゼロとなる）」という数学的な意味で
のバンド・リミテッドな条件の代わりに、
「解像度を越えるバンドをレンダリングし
た結果は常にゼロとなる（A）」というこ
とをバンド・リミテッドなノイズ関数の条
件としているところに鍵がある。
　実際のところ、数学的にバンド・リミテッ
ドな条件を満たすためには、各バンドが対
応するレベルのWavelet 空間内になくて
はならないのだが、条件Aを満たすため
だけであれば、レベル0のバンドだけを
Wavelet 空間内にあるように作成し、他

上画像は、レベルの違う 3つのバンドを、色を変
えてフーリエ空間上で表示したもの。
(a) の Perlin ノイズでは、3種類のバンドの周波
数の領域が重なり合ってしまっているのに対し
て、（b）のWavelet ノイズでは 3種類のバンド
がほぼ完全に独立している。

（a）Perlin ノイズは、各バンドが比較的広い周波数の
領域に渡っているため、画像の解像度を越える周波数
の領域を含むバンドを取り除いてしまうと、そのバン
ドが含んでいた実質的にはエイリアシングを引き起こ
さない周波数の領域（アンチ・エイリアシングがカバー
できる領域）まで取り除かれてしまい、本来画像に表
れるべきディテール（画像内の遠景のテクスチャの
ディテール）が失われてしまう。
（b）Wavelet ノイズでは、レベル 0のバンドN(x) は
レベル 0の任意の関数と直交する。2つの関数が直交
するという条件を、2つの関数の内積の積分がゼロと
なることと考えるとフィルタ・カーネル関数がカバー
できるレベルを超えるバンドをレンダリングした場
合、その結果は常にゼロとなることを示している。し
たがって、画像の解像度を越えるバンドを取り除かず
に残しておいても、実質的にはエイリアシングという
現象は引き起こされない。

(b)（a）

(b)

（a）
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Wavelet Noise
( アンチ・エイリアシングの新理論 )

倉地　紀子

＜Wavelet ノイズ：基本となるアルゴリズム＞
Wavelet ノイズも、Perlin ノイズに代表されるマルチ・
リゾリューション・ノイズとして作成する。つまり基
本となるレベル 0のノイズ・バンドをまず作成し、こ
れにスケールを掛けて各レベルのノイズ・バンドを作
成する。レベル 0のバンドの作成では、基本的なア
ルゴリズムとしては、パーリン・ノイズの作成にも用
いられてきた以下のようなアルゴリズムを用いる。た
だし、これだけでは、バンド同士の独立性が保障さ
れないためレベル 0のノイズ・バンドはレベル 0の
Wavelet 空間内にあるという条件を加える。
(a) 基本となるノイズ・テクスチャの作成（レベル 1）
(b)（a）をフィルタリング（ダウンサンプリング）して
半分の大きさのノイズ・テクスチャを作成（レベル 0）。
(c)（b）をフィルタリング（アップサンプリング）して
2倍の大きさのノイズ・テクスチャを作成（レベル 1）
(d)（a）から (c ) を引いたもの（レベル 1の解像度の
テクスチャの中で、レベル 0の解像度では表せなかっ
た部分）を、バンド・リミテッドなノイズ・テクスチャ
と考える。

　Siggrap2005 で最も話題性の大き
かった論文のひとつとして、ピクサー社か
ら発表された「Wavelet Noise」（文献１）
が挙げられる。この論文では、これまで曖
昧にされてきたノイズ関数の問題点を根本
的に解決する方法が紹介されているが、同
時にこれは、テクスチャを用いたアンチ・
エイリアシングの手法としても重要な意味
を持っている。それゆえに、ノイズ関数を
必要とする映像制作の分野の技術者から、
レンダリング理論を追及する研究者にいた
るまで、幅広い層の人々の関心を惹きつけ、
この論文発表の時間になると、続々とホー
ルに人が押し寄せた。
　今回はこの論文を通して、ノイズ関数の
深みとその可能性をさぐってみたい。

パーリン・ノイズ
　自然界では、規則的な数式だけでは表せ
ないような複雑な現象が多い。このような
自然界の複雑さを補うための手段として、
異なった周波数の波を重ね合わせて作成し
たランダムな波形が用いられるようになっ
た。これがノイズ関数だ。中でも、映像制
作上で最も重宝がられてきたのが、1983
年に考案されたパーリン・ノイズ（Perlin 
Noise）だといえる。このノイズ関数は、
フラクタルという概念（山や海岸線の地形、
樹木、岩石などの自然物の形状は、相似形
のパターンを組み合わせたものとなってい

る）に基づいており、基本となるノイズの
波形に何段階にもスケールを掛けてレベル
の違う相似形の波形を作成し、すべてのレ
ベルの波形に重みをつけて足し合わせるこ
とよって作成される。パーリン・ノイズで
は、バンドのレベルが1つ上がれば、基
本的には２倍の周波数の領域に対応するこ
とになる。このように、各バンドが特定の
周波数の領域に対応しているようなノイズ
関数のことを、バンド・リミテッドなノイ
ズ関数と呼ぶ。

バンド・リミテッドなノイズ関数
　ノイズ関数を作成する上で、理想的には、
各バンドの周波数の領域同士がオーバー
ラップしていないことが望ましい。厳密な
意味でのバンド・リミテッドなノイズ関数
とは、このような状態を指している。
　完全にバンド・リミテッドなノイズ関数
では、各バンドの周波数の領域が独立して
いるため、それぞれのバンドに重みを付け
る際に、最終的な波の形を予測しながら重
み付けを行うことができる。また、エイリ
アシングという問題にも対応しやすい。
　レンダリングとは、光や色などのシーン
を表す波動を、画像という波動に変換する
作業だといえる。画像の場合には、２つの
ピクセル間を1つの周期とした波動と考

えられるため、画像の解像度がその周波数
を決定する。ところが、自然界は画像の周
波数を越える高い周波数の波を含んでいる
ため、これをそのまま画像に写しこむと、
不連続なものとなってしまう（エイリアシ
ング）。そこで、レンダラは、あるピクセ
ルの値を算出するために、そのピクセルに
影響を与えるシーン内の領域に密にサンプ
ル点をとり（サンプリング）、これらのサ
ンプル点で算出された値に重みを付けて足
し合わせる（フィルタリング）という作業
を行って、エイリアシングを緩和する（ア
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ても、サンプリング /フィルタリングの処
理を行う関数（カーネル関数）がカバーで
きる周波数の範囲であれば、エイリアシン
グという現象は最終的な画像には表れない
ことになる。
　ノイズ関数が完全にバンド・リミテッ
ドな場合には、カーネル関数がカバーでき
ない周波数のバンドだけを取り除くことに
よって、エイリアシングを実際に引き起こ
す要素だけを選択して取り除くことができ
る。バンド・リミテッドなノイズ関数とい
う問題が注目されるのは、自然界の複雑さ
をうまく近似し、なおかつエイリアリング
という問題をうまく解決できるという点に
ある。

「エイリアシング」VS.
「ディテールの喪失」
　前述したパーリン・ノイズは、その作成
方法からバンド・リミテッドな性質はもっ
ているものの、実際には各バンドの周波数
の領域が独立してはおらず、かなり広い周
波数の領域に広がってしまっているという
ことが、90年代になると指摘されるよう
になってきた（文献２）。したがって、一
つのバンドが、カーネル関数がカバーでき
る周波数の領域とカバーできない周波数の
領域を同時に含んでいる場合が出てくる。
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前者は、エイリアシングを実際に引き起こ
す周波数の領域にあたり、後者はサンプリ
ング /フィルタリングの処理によって最終
的な画像にはエイリアシングとして表われ
ない周波数の領域にあたる。したがって、
エイリアシングを防ぐためにこのバンドを
取り除いてしまうと、逆に本来表現すべき
ディテールが欠けてしまうことになる。
　上記のような「エイリアシング」と「ディ
テールの喪失」との間のトレード・オフ
は、ピクサー社の過去の映画制作上でも、
大きな問題点とされてきた。カメラから
遠く離れたところではテクスチャの解像
度は低くなっているため、解像度を越え
る周波数のバンドをエイリアシングを防
ぐ必要性から取り除くと、逆に取り除い
たバンドがもっていたディテールが失わ
れ、遠景のノイズ・テクスチャは、「もや」
のようにしか認識できなくなってしまう。
新しいノイズ関数を考案するきっかけは、
映像制作上でのこういった問題点を解決
するところにあった。

バンド・リミテッドな
ノイズ関数の作成
　バンド・リミテッドなノイズ関数を作
成するために、論文では、画像を、複数の
レベルをもった基底関数の線形結合と考え
る。画像の解像度が２倍になれば、この画
像はレベルが1つ上の基底関数の線形結
合によって表される。そして、「各レベル
の基底関数は1つ上のレベルの基底関数
の線形結合として表される（条件α）」と
いう条件を与える。
最初の画像はレベル1のランダム・ノイ
ズをレベル１の基底関数の線形結合として
作成する（a）。次にこれを、レベル0の
基底関数の線形結合で表される部分（ｂ）
と、その残りの部分（b’）に分離する（ダ
ウンサンプリング）。条件αから、(b)をレ

ベル１の基底関数の線形結合で書き直して
（ｃ）を作成する（アップサンプリング）。
（a）から（ｃ）を引いたものは、レベル1
の空間内でレベル0の基底関数だけでは
表せないディテールの部分にあたり、ここ
では、これをレベル0のノイズ・バンド
とする。
　上記のようにして作成したノイズ・バ
ンドは、確かにレベル0の基底関数だけ
では表現できない部分となっているのだ
が、レベル0の成分を全く含んでいない
という保障はない。そこで、論文ではさら
に、ダウンサンプリングの際に、（ｂ’）は
レベル0のあらゆる基底関数と直交する
（orthogonal）という条件（条件β）を加
えている。これによって、（ｂ '）にはレベ
ル0の領域の周波数はまったく流れ込ん
でこないことが保障される。レベル0の
ノイズ・バンドは実質的には（ｂ’）と同
じものなので、このノイズ・バンドは完全
にバンド・リミテッドだということになる。
条件βを満たす空間は、数学的にはレベル
0のWavelet 空間と呼ばれ、このことが
Wavelet ノイズという名前の由来となっ
ている。

Wavelet ノイズの真意とは
　2つの関数が「直交する」という条件は、
空間の次元が有限の場合には、基底関数の
係数同士の内積がゼロとなることを意味し
ているが、無限の場合には、２つの関数を
領域内で積分したものがゼロとなることを
意味している。ここで、２つの関数がノイ
ズ・バンドとフィルタ・カーネル関数であ
るとすると、この２つの関数の積を領域内
で積分するという計算は、ちょうどこのノ
イズ・バンドをレンダリングするという計
算にほかならない。
　たとえば、画像の解像度のレベルが－
１、フィルタ・カーネル関数がレベル0

の基底関数の線形結合で表されていたとす
ると、条件βから、レベル0のバンドは
このフィルタ・カーネル関数と直交するこ
とになる。さらに条件αから、レベル0
を越える全てのレベルのバンド（レベル0
のバンドにスケールを掛けたもの）も、フィ
ルタ・カーネル関数と直交することになり、
これは、画像の解像度を越えるようなバン
ドをレンダリングした結果は、常にゼロと
なることを意味している。
　つまり、Wavelet ノイズでは、エイリ
アシングの原因となり得るバンド（上記の
場合にはレベル0以上のバンド）を取り
除かずに残しておいても、そのバンドをレ
ンダリングした結果は常にゼロとなり、レ
ンダリング結果に影響を及ぼさない。した
がって、Wavelet ノイズよって、「エイリ
アシング」 vs.「ディテールの喪失」の問
題も完全に解決できることになる。

バンド・リミテッドという性質の近似
　論文“Wavelet Noise”では、「内積」
の計算を「カーネル関数を用いたフィルタ
リングの計算」で置き換えることによって、
「バンド同士が相容れない（直交する＝内
積がゼロとなる）」という数学的な意味で
のバンド・リミテッドな条件の代わりに、
「解像度を越えるバンドをレンダリングし
た結果は常にゼロとなる（A）」というこ
とをバンド・リミテッドなノイズ関数の条
件としているところに鍵がある。
　実際のところ、数学的にバンド・リミテッ
ドな条件を満たすためには、各バンドが対
応するレベルのWavelet 空間内になくて
はならないのだが、条件Aを満たすため
だけであれば、レベル0のバンドだけを
Wavelet 空間内にあるように作成し、他

上画像は、レベルの違う 3つのバンドを、色を変
えてフーリエ空間上で表示したもの。
(a) の Perlin ノイズでは、3種類のバンドの周波
数の領域が重なり合ってしまっているのに対し
て、（b）のWavelet ノイズでは 3種類のバンド
がほぼ完全に独立している。

（a）Perlin ノイズは、各バンドが比較的広い周波数の
領域に渡っているため、画像の解像度を越える周波数
の領域を含むバンドを取り除いてしまうと、そのバン
ドが含んでいた実質的にはエイリアシングを引き起こ
さない周波数の領域（アンチ・エイリアシングがカバー
できる領域）まで取り除かれてしまい、本来画像に表
れるべきディテール（画像内の遠景のテクスチャの
ディテール）が失われてしまう。
（b）Wavelet ノイズでは、レベル 0のバンドN(x) は
レベル 0の任意の関数と直交する。2つの関数が直交
するという条件を、2つの関数の内積の積分がゼロと
なることと考えるとフィルタ・カーネル関数がカバー
できるレベルを超えるバンドをレンダリングした場
合、その結果は常にゼロとなることを示している。し
たがって、画像の解像度を越えるバンドを取り除かず
に残しておいても、実質的にはエイリアシングという
現象は引き起こされない。

(b)（a）

(b)

（a）
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Wavelet Noise
( アンチ・エイリアシングの新理論 )

倉地　紀子

＜Wavelet ノイズ：基本となるアルゴリズム＞
Wavelet ノイズも、Perlin ノイズに代表されるマルチ・
リゾリューション・ノイズとして作成する。つまり基
本となるレベル 0のノイズ・バンドをまず作成し、こ
れにスケールを掛けて各レベルのノイズ・バンドを作
成する。レベル 0のバンドの作成では、基本的なア
ルゴリズムとしては、パーリン・ノイズの作成にも用
いられてきた以下のようなアルゴリズムを用いる。た
だし、これだけでは、バンド同士の独立性が保障さ
れないためレベル 0のノイズ・バンドはレベル 0の
Wavelet 空間内にあるという条件を加える。
(a) 基本となるノイズ・テクスチャの作成（レベル 1）
(b)（a）をフィルタリング（ダウンサンプリング）して
半分の大きさのノイズ・テクスチャを作成（レベル 0）。
(c)（b）をフィルタリング（アップサンプリング）して
2倍の大きさのノイズ・テクスチャを作成（レベル 1）
(d)（a）から (c ) を引いたもの（レベル 1の解像度の
テクスチャの中で、レベル 0の解像度では表せなかっ
た部分）を、バンド・リミテッドなノイズ・テクスチャ
と考える。

　Siggrap2005 で最も話題性の大き
かった論文のひとつとして、ピクサー社か
ら発表された「Wavelet Noise」（文献１）
が挙げられる。この論文では、これまで曖
昧にされてきたノイズ関数の問題点を根本
的に解決する方法が紹介されているが、同
時にこれは、テクスチャを用いたアンチ・
エイリアシングの手法としても重要な意味
を持っている。それゆえに、ノイズ関数を
必要とする映像制作の分野の技術者から、
レンダリング理論を追及する研究者にいた
るまで、幅広い層の人々の関心を惹きつけ、
この論文発表の時間になると、続々とホー
ルに人が押し寄せた。
　今回はこの論文を通して、ノイズ関数の
深みとその可能性をさぐってみたい。

パーリン・ノイズ
　自然界では、規則的な数式だけでは表せ
ないような複雑な現象が多い。このような
自然界の複雑さを補うための手段として、
異なった周波数の波を重ね合わせて作成し
たランダムな波形が用いられるようになっ
た。これがノイズ関数だ。中でも、映像制
作上で最も重宝がられてきたのが、1983
年に考案されたパーリン・ノイズ（Perlin 
Noise）だといえる。このノイズ関数は、
フラクタルという概念（山や海岸線の地形、
樹木、岩石などの自然物の形状は、相似形
のパターンを組み合わせたものとなってい

る）に基づいており、基本となるノイズの
波形に何段階にもスケールを掛けてレベル
の違う相似形の波形を作成し、すべてのレ
ベルの波形に重みをつけて足し合わせるこ
とよって作成される。パーリン・ノイズで
は、バンドのレベルが1つ上がれば、基
本的には２倍の周波数の領域に対応するこ
とになる。このように、各バンドが特定の
周波数の領域に対応しているようなノイズ
関数のことを、バンド・リミテッドなノイ
ズ関数と呼ぶ。

バンド・リミテッドなノイズ関数
　ノイズ関数を作成する上で、理想的には、
各バンドの周波数の領域同士がオーバー
ラップしていないことが望ましい。厳密な
意味でのバンド・リミテッドなノイズ関数
とは、このような状態を指している。
　完全にバンド・リミテッドなノイズ関数
では、各バンドの周波数の領域が独立して
いるため、それぞれのバンドに重みを付け
る際に、最終的な波の形を予測しながら重
み付けを行うことができる。また、エイリ
アシングという問題にも対応しやすい。
　レンダリングとは、光や色などのシーン
を表す波動を、画像という波動に変換する
作業だといえる。画像の場合には、２つの
ピクセル間を1つの周期とした波動と考

えられるため、画像の解像度がその周波数
を決定する。ところが、自然界は画像の周
波数を越える高い周波数の波を含んでいる
ため、これをそのまま画像に写しこむと、
不連続なものとなってしまう（エイリアシ
ング）。そこで、レンダラは、あるピクセ
ルの値を算出するために、そのピクセルに
影響を与えるシーン内の領域に密にサンプ
ル点をとり（サンプリング）、これらのサ
ンプル点で算出された値に重みを付けて足
し合わせる（フィルタリング）という作業
を行って、エイリアシングを緩和する（ア
ンチ・エイリアシング）。したがって、た
とえ画像の周波数を越えるような波であっ
ても、サンプリング /フィルタリングの処
理を行う関数（カーネル関数）がカバーで
きる周波数の範囲であれば、エイリアシン
グという現象は最終的な画像には表れない
ことになる。
　ノイズ関数が完全にバンド・リミテッ
ドな場合には、カーネル関数がカバーでき
ない周波数のバンドだけを取り除くことに
よって、エイリアシングを実際に引き起こ
す要素だけを選択して取り除くことができ
る。バンド・リミテッドなノイズ関数とい
う問題が注目されるのは、自然界の複雑さ
をうまく近似し、なおかつエイリアリング
という問題をうまく解決できるという点に
ある。

「エイリアシング」VS.
「ディテールの喪失」
　前述したパーリン・ノイズは、その作成
方法からバンド・リミテッドな性質はもっ
ているものの、実際には各バンドの周波数
の領域が独立してはおらず、かなり広い周
波数の領域に広がってしまっているという
ことが、90年代になると指摘されるよう
になってきた（文献２）。したがって、一
つのバンドが、カーネル関数がカバーでき
る周波数の領域とカバーできない周波数の
領域を同時に含んでいる場合が出てくる。
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前者は、エイリアシングを実際に引き起こ
す周波数の領域にあたり、後者はサンプリ
ング /フィルタリングの処理によって最終
的な画像にはエイリアシングとして表われ
ない周波数の領域にあたる。したがって、
エイリアシングを防ぐためにこのバンドを
取り除いてしまうと、逆に本来表現すべき
ディテールが欠けてしまうことになる。
　上記のような「エイリアシング」と「ディ
テールの喪失」との間のトレード・オフ
は、ピクサー社の過去の映画制作上でも、
大きな問題点とされてきた。カメラから
遠く離れたところではテクスチャの解像
度は低くなっているため、解像度を越え
る周波数のバンドをエイリアシングを防
ぐ必要性から取り除くと、逆に取り除い
たバンドがもっていたディテールが失わ
れ、遠景のノイズ・テクスチャは、「もや」
のようにしか認識できなくなってしまう。
新しいノイズ関数を考案するきっかけは、
映像制作上でのこういった問題点を解決
するところにあった。

バンド・リミテッドな
ノイズ関数の作成
　バンド・リミテッドなノイズ関数を作
成するために、論文では、画像を、複数の
レベルをもった基底関数の線形結合と考え
る。画像の解像度が２倍になれば、この画
像はレベルが1つ上の基底関数の線形結
合によって表される。そして、「各レベル
の基底関数は1つ上のレベルの基底関数
の線形結合として表される（条件α）」と
いう条件を与える。
最初の画像はレベル1のランダム・ノイ
ズをレベル１の基底関数の線形結合として
作成する（a）。次にこれを、レベル0の
基底関数の線形結合で表される部分（ｂ）
と、その残りの部分（b’）に分離する（ダ
ウンサンプリング）。条件αから、(b)をレ

ベル１の基底関数の線形結合で書き直して
（ｃ）を作成する（アップサンプリング）。
（a）から（ｃ）を引いたものは、レベル1
の空間内でレベル0の基底関数だけでは
表せないディテールの部分にあたり、ここ
では、これをレベル0のノイズ・バンド
とする。
　上記のようにして作成したノイズ・バ
ンドは、確かにレベル0の基底関数だけ
では表現できない部分となっているのだ
が、レベル0の成分を全く含んでいない
という保障はない。そこで、論文ではさら
に、ダウンサンプリングの際に、（ｂ’）は
レベル0のあらゆる基底関数と直交する
（orthogonal）という条件（条件β）を加
えている。これによって、（ｂ '）にはレベ
ル0の領域の周波数はまったく流れ込ん
でこないことが保障される。レベル0の
ノイズ・バンドは実質的には（ｂ’）と同
じものなので、このノイズ・バンドは完全
にバンド・リミテッドだということになる。
条件βを満たす空間は、数学的にはレベル
0のWavelet 空間と呼ばれ、このことが
Wavelet ノイズという名前の由来となっ
ている。

Wavelet ノイズの真意とは
　2つの関数が「直交する」という条件は、
空間の次元が有限の場合には、基底関数の
係数同士の内積がゼロとなることを意味し
ているが、無限の場合には、２つの関数を
領域内で積分したものがゼロとなることを
意味している。ここで、２つの関数がノイ
ズ・バンドとフィルタ・カーネル関数であ
るとすると、この２つの関数の積を領域内
で積分するという計算は、ちょうどこのノ
イズ・バンドをレンダリングするという計
算にほかならない。
　たとえば、画像の解像度のレベルが－
１、フィルタ・カーネル関数がレベル0

の基底関数の線形結合で表されていたとす
ると、条件βから、レベル0のバンドは
このフィルタ・カーネル関数と直交するこ
とになる。さらに条件αから、レベル0
を越える全てのレベルのバンド（レベル0
のバンドにスケールを掛けたもの）も、フィ
ルタ・カーネル関数と直交することになり、
これは、画像の解像度を越えるようなバン
ドをレンダリングした結果は、常にゼロと
なることを意味している。
　つまり、Wavelet ノイズでは、エイリ
アシングの原因となり得るバンド（上記の
場合にはレベル0以上のバンド）を取り
除かずに残しておいても、そのバンドをレ
ンダリングした結果は常にゼロとなり、レ
ンダリング結果に影響を及ぼさない。した
がって、Wavelet ノイズよって、「エイリ
アシング」 vs.「ディテールの喪失」の問
題も完全に解決できることになる。

バンド・リミテッドという性質の近似
　論文“Wavelet Noise”では、「内積」
の計算を「カーネル関数を用いたフィルタ
リングの計算」で置き換えることによって、
「バンド同士が相容れない（直交する＝内
積がゼロとなる）」という数学的な意味で
のバンド・リミテッドな条件の代わりに、
「解像度を越えるバンドをレンダリングし
た結果は常にゼロとなる（A）」というこ
とをバンド・リミテッドなノイズ関数の条
件としているところに鍵がある。
　実際のところ、数学的にバンド・リミテッ
ドな条件を満たすためには、各バンドが対
応するレベルのWavelet 空間内になくて
はならないのだが、条件Aを満たすため
だけであれば、レベル0のバンドだけを
Wavelet 空間内にあるように作成し、他

上画像は、レベルの違う 3つのバンドを、色を変
えてフーリエ空間上で表示したもの。
(a) の Perlin ノイズでは、3種類のバンドの周波
数の領域が重なり合ってしまっているのに対し
て、（b）のWavelet ノイズでは 3種類のバンド
がほぼ完全に独立している。

（a）Perlin ノイズは、各バンドが比較的広い周波数の
領域に渡っているため、画像の解像度を越える周波数
の領域を含むバンドを取り除いてしまうと、そのバン
ドが含んでいた実質的にはエイリアシングを引き起こ
さない周波数の領域（アンチ・エイリアシングがカバー
できる領域）まで取り除かれてしまい、本来画像に表
れるべきディテール（画像内の遠景のテクスチャの
ディテール）が失われてしまう。
（b）Wavelet ノイズでは、レベル 0のバンドN(x) は
レベル 0の任意の関数と直交する。2つの関数が直交
するという条件を、2つの関数の内積の積分がゼロと
なることと考えるとフィルタ・カーネル関数がカバー
できるレベルを超えるバンドをレンダリングした場
合、その結果は常にゼロとなることを示している。し
たがって、画像の解像度を越えるバンドを取り除かず
に残しておいても、実質的にはエイリアシングという
現象は引き起こされない。

(b)（a）

(b)

（a）
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Wavelet Noise
( アンチ・エイリアシングの新理論 )

倉地　紀子

＜Wavelet ノイズ：基本となるアルゴリズム＞
Wavelet ノイズも、Perlin ノイズに代表されるマルチ・
リゾリューション・ノイズとして作成する。つまり基
本となるレベル 0のノイズ・バンドをまず作成し、こ
れにスケールを掛けて各レベルのノイズ・バンドを作
成する。レベル 0のバンドの作成では、基本的なア
ルゴリズムとしては、パーリン・ノイズの作成にも用
いられてきた以下のようなアルゴリズムを用いる。た
だし、これだけでは、バンド同士の独立性が保障さ
れないためレベル 0のノイズ・バンドはレベル 0の
Wavelet 空間内にあるという条件を加える。
(a) 基本となるノイズ・テクスチャの作成（レベル 1）
(b)（a）をフィルタリング（ダウンサンプリング）して
半分の大きさのノイズ・テクスチャを作成（レベル 0）。
(c)（b）をフィルタリング（アップサンプリング）して
2倍の大きさのノイズ・テクスチャを作成（レベル 1）
(d)（a）から (c ) を引いたもの（レベル 1の解像度の
テクスチャの中で、レベル 0の解像度では表せなかっ
た部分）を、バンド・リミテッドなノイズ・テクスチャ
と考える。

　Siggrap2005 で最も話題性の大き
かった論文のひとつとして、ピクサー社か
ら発表された「Wavelet Noise」（文献１）
が挙げられる。この論文では、これまで曖
昧にされてきたノイズ関数の問題点を根本
的に解決する方法が紹介されているが、同
時にこれは、テクスチャを用いたアンチ・
エイリアシングの手法としても重要な意味
を持っている。それゆえに、ノイズ関数を
必要とする映像制作の分野の技術者から、
レンダリング理論を追及する研究者にいた
るまで、幅広い層の人々の関心を惹きつけ、
この論文発表の時間になると、続々とホー
ルに人が押し寄せた。
　今回はこの論文を通して、ノイズ関数の
深みとその可能性をさぐってみたい。

パーリン・ノイズ
　自然界では、規則的な数式だけでは表せ
ないような複雑な現象が多い。このような
自然界の複雑さを補うための手段として、
異なった周波数の波を重ね合わせて作成し
たランダムな波形が用いられるようになっ
た。これがノイズ関数だ。中でも、映像制
作上で最も重宝がられてきたのが、1983
年に考案されたパーリン・ノイズ（Perlin 
Noise）だといえる。このノイズ関数は、
フラクタルという概念（山や海岸線の地形、
樹木、岩石などの自然物の形状は、相似形
のパターンを組み合わせたものとなってい

る）に基づいており、基本となるノイズの
波形に何段階にもスケールを掛けてレベル
の違う相似形の波形を作成し、すべてのレ
ベルの波形に重みをつけて足し合わせるこ
とよって作成される。パーリン・ノイズで
は、バンドのレベルが1つ上がれば、基
本的には２倍の周波数の領域に対応するこ
とになる。このように、各バンドが特定の
周波数の領域に対応しているようなノイズ
関数のことを、バンド・リミテッドなノイ
ズ関数と呼ぶ。

バンド・リミテッドなノイズ関数
　ノイズ関数を作成する上で、理想的には、
各バンドの周波数の領域同士がオーバー
ラップしていないことが望ましい。厳密な
意味でのバンド・リミテッドなノイズ関数
とは、このような状態を指している。
　完全にバンド・リミテッドなノイズ関数
では、各バンドの周波数の領域が独立して
いるため、それぞれのバンドに重みを付け
る際に、最終的な波の形を予測しながら重
み付けを行うことができる。また、エイリ
アシングという問題にも対応しやすい。
　レンダリングとは、光や色などのシーン
を表す波動を、画像という波動に変換する
作業だといえる。画像の場合には、２つの
ピクセル間を1つの周期とした波動と考

えられるため、画像の解像度がその周波数
を決定する。ところが、自然界は画像の周
波数を越える高い周波数の波を含んでいる
ため、これをそのまま画像に写しこむと、
不連続なものとなってしまう（エイリアシ
ング）。そこで、レンダラは、あるピクセ
ルの値を算出するために、そのピクセルに
影響を与えるシーン内の領域に密にサンプ
ル点をとり（サンプリング）、これらのサ
ンプル点で算出された値に重みを付けて足
し合わせる（フィルタリング）という作業
を行って、エイリアシングを緩和する（ア
ンチ・エイリアシング）。したがって、た
とえ画像の周波数を越えるような波であっ
ても、サンプリング /フィルタリングの処
理を行う関数（カーネル関数）がカバーで
きる周波数の範囲であれば、エイリアシン
グという現象は最終的な画像には表れない
ことになる。
　ノイズ関数が完全にバンド・リミテッ
ドな場合には、カーネル関数がカバーでき
ない周波数のバンドだけを取り除くことに
よって、エイリアシングを実際に引き起こ
す要素だけを選択して取り除くことができ
る。バンド・リミテッドなノイズ関数とい
う問題が注目されるのは、自然界の複雑さ
をうまく近似し、なおかつエイリアリング
という問題をうまく解決できるという点に
ある。

「エイリアシング」VS.
「ディテールの喪失」
　前述したパーリン・ノイズは、その作成
方法からバンド・リミテッドな性質はもっ
ているものの、実際には各バンドの周波数
の領域が独立してはおらず、かなり広い周
波数の領域に広がってしまっているという
ことが、90年代になると指摘されるよう
になってきた（文献２）。したがって、一
つのバンドが、カーネル関数がカバーでき
る周波数の領域とカバーできない周波数の
領域を同時に含んでいる場合が出てくる。
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前者は、エイリアシングを実際に引き起こ
す周波数の領域にあたり、後者はサンプリ
ング /フィルタリングの処理によって最終
的な画像にはエイリアシングとして表われ
ない周波数の領域にあたる。したがって、
エイリアシングを防ぐためにこのバンドを
取り除いてしまうと、逆に本来表現すべき
ディテールが欠けてしまうことになる。
　上記のような「エイリアシング」と「ディ
テールの喪失」との間のトレード・オフ
は、ピクサー社の過去の映画制作上でも、
大きな問題点とされてきた。カメラから
遠く離れたところではテクスチャの解像
度は低くなっているため、解像度を越え
る周波数のバンドをエイリアシングを防
ぐ必要性から取り除くと、逆に取り除い
たバンドがもっていたディテールが失わ
れ、遠景のノイズ・テクスチャは、「もや」
のようにしか認識できなくなってしまう。
新しいノイズ関数を考案するきっかけは、
映像制作上でのこういった問題点を解決
するところにあった。

バンド・リミテッドな
ノイズ関数の作成
　バンド・リミテッドなノイズ関数を作
成するために、論文では、画像を、複数の
レベルをもった基底関数の線形結合と考え
る。画像の解像度が２倍になれば、この画
像はレベルが1つ上の基底関数の線形結
合によって表される。そして、「各レベル
の基底関数は1つ上のレベルの基底関数
の線形結合として表される（条件α）」と
いう条件を与える。
最初の画像はレベル1のランダム・ノイ
ズをレベル１の基底関数の線形結合として
作成する（a）。次にこれを、レベル0の
基底関数の線形結合で表される部分（ｂ）
と、その残りの部分（b’）に分離する（ダ
ウンサンプリング）。条件αから、(b)をレ

ベル１の基底関数の線形結合で書き直して
（ｃ）を作成する（アップサンプリング）。
（a）から（ｃ）を引いたものは、レベル1
の空間内でレベル0の基底関数だけでは
表せないディテールの部分にあたり、ここ
では、これをレベル0のノイズ・バンド
とする。
　上記のようにして作成したノイズ・バ
ンドは、確かにレベル0の基底関数だけ
では表現できない部分となっているのだ
が、レベル0の成分を全く含んでいない
という保障はない。そこで、論文ではさら
に、ダウンサンプリングの際に、（ｂ’）は
レベル0のあらゆる基底関数と直交する
（orthogonal）という条件（条件β）を加
えている。これによって、（ｂ '）にはレベ
ル0の領域の周波数はまったく流れ込ん
でこないことが保障される。レベル0の
ノイズ・バンドは実質的には（ｂ’）と同
じものなので、このノイズ・バンドは完全
にバンド・リミテッドだということになる。
条件βを満たす空間は、数学的にはレベル
0のWavelet 空間と呼ばれ、このことが
Wavelet ノイズという名前の由来となっ
ている。

Wavelet ノイズの真意とは
　2つの関数が「直交する」という条件は、
空間の次元が有限の場合には、基底関数の
係数同士の内積がゼロとなることを意味し
ているが、無限の場合には、２つの関数を
領域内で積分したものがゼロとなることを
意味している。ここで、２つの関数がノイ
ズ・バンドとフィルタ・カーネル関数であ
るとすると、この２つの関数の積を領域内
で積分するという計算は、ちょうどこのノ
イズ・バンドをレンダリングするという計
算にほかならない。
　たとえば、画像の解像度のレベルが－
１、フィルタ・カーネル関数がレベル0

の基底関数の線形結合で表されていたとす
ると、条件βから、レベル0のバンドは
このフィルタ・カーネル関数と直交するこ
とになる。さらに条件αから、レベル0
を越える全てのレベルのバンド（レベル0
のバンドにスケールを掛けたもの）も、フィ
ルタ・カーネル関数と直交することになり、
これは、画像の解像度を越えるようなバン
ドをレンダリングした結果は、常にゼロと
なることを意味している。
　つまり、Wavelet ノイズでは、エイリ
アシングの原因となり得るバンド（上記の
場合にはレベル0以上のバンド）を取り
除かずに残しておいても、そのバンドをレ
ンダリングした結果は常にゼロとなり、レ
ンダリング結果に影響を及ぼさない。した
がって、Wavelet ノイズよって、「エイリ
アシング」 vs.「ディテールの喪失」の問
題も完全に解決できることになる。

バンド・リミテッドという性質の近似
　論文“Wavelet Noise”では、「内積」
の計算を「カーネル関数を用いたフィルタ
リングの計算」で置き換えることによって、
「バンド同士が相容れない（直交する＝内
積がゼロとなる）」という数学的な意味で
のバンド・リミテッドな条件の代わりに、
「解像度を越えるバンドをレンダリングし
た結果は常にゼロとなる（A）」というこ
とをバンド・リミテッドなノイズ関数の条
件としているところに鍵がある。
　実際のところ、数学的にバンド・リミテッ
ドな条件を満たすためには、各バンドが対
応するレベルのWavelet 空間内になくて
はならないのだが、条件Aを満たすため
だけであれば、レベル0のバンドだけを
Wavelet 空間内にあるように作成し、他

上画像は、レベルの違う 3つのバンドを、色を変
えてフーリエ空間上で表示したもの。
(a) の Perlin ノイズでは、3種類のバンドの周波
数の領域が重なり合ってしまっているのに対し
て、（b）のWavelet ノイズでは 3種類のバンド
がほぼ完全に独立している。

（a）Perlin ノイズは、各バンドが比較的広い周波数の
領域に渡っているため、画像の解像度を越える周波数
の領域を含むバンドを取り除いてしまうと、そのバン
ドが含んでいた実質的にはエイリアシングを引き起こ
さない周波数の領域（アンチ・エイリアシングがカバー
できる領域）まで取り除かれてしまい、本来画像に表
れるべきディテール（画像内の遠景のテクスチャの
ディテール）が失われてしまう。
（b）Wavelet ノイズでは、レベル 0のバンドN(x) は
レベル 0の任意の関数と直交する。2つの関数が直交
するという条件を、2つの関数の内積の積分がゼロと
なることと考えるとフィルタ・カーネル関数がカバー
できるレベルを超えるバンドをレンダリングした場
合、その結果は常にゼロとなることを示している。し
たがって、画像の解像度を越えるバンドを取り除かず
に残しておいても、実質的にはエイリアシングという
現象は引き起こされない。

(b)（a）

(b)

（a）
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のレベルのバンドはレベル0のバンドに
スケールを掛けるだけですむ。
　このように、カーネル関数を用いたフィ
ルタリングの計算で数学的な演算を置き換
え、バンド・リミテッドという性質を条件
（A）によって近似するというアプローチは、
「バンド・リミテッドな射影」という問題
の解決においても重要な役割を果すことに
なる。

ノイズ関数の射影
　サーフェース上にノイズ関数を生成する
方法の一つとして、非常に頻繁に用いられ
ているのが、３D空間上に生成した３Dノ
イズテクスチャを、２Dサーフェース上に
射影する方法だ。一言に「射影」といって
もさまざまな方法があるが、通常は、２D
サーフェース上の各点に３Dノイズ関数を
サンプリングする方法、言い換えると、３
D空間上の各点で算出されているノイズ関
数の値を、そのままサーフェースとの交点
にあてがう方法が用いられる。直感的には、
3D空間上に生成されているボリューメト
リックな３Dテクスチャをサーフェースで
切り取った断面が、サーフェース上の２D
テクスチャとなるため、一般的にこのよう
な射影方法は「２Dスライス」と呼ばれて
いる。
　射影方法がバンド・リミテッドな性質を
左右するかどうかということは、これまで
あまり問題視されることはなく、上記の２
Dスライスによる射影方法があたりまえの
ように用いられてきたが、論文“Wavelet 
Noise”は、「２Dスライスによる射影は、
３Dテクスチャが持つバンド・リミテッド
な性質を必ずしも継承できない」というこ
とを初めて理論的に明らかにし、２Dスラ
イスに代わる射影方法（バンド・リミテッ
ドな性質を保つ射影方法）を考案した。そ
して、そのために重要な役割を果したのが、
フーリエ・スライス理論と呼ばれる数学的
な定理だった。

フーリエ・スライス理論
（Fourier Slice Theorem）
　フーリエ・スライス理論そのものは
1950年代に証明された数学的な定理だ
が、実用面では、X線を用いて撮影した複

数の画像から臓器の３D構造を復元するた
めに活用されており、やがてこの方法は、
CGの分野でもフーリエ・ボリューム・レ
ンダリングと呼ばれる手法として理論化さ
れた（文献3）。
　X線を用いた撮影では、臓器の３D内
部構造をX線に垂直な平面上に射影する。
ただし、この射影は、２Dスライスのよ
うに３D内部構造と平面との交点の値（密
度）をそのまま割り振るのではなく、X線
に沿って３D内部構造の各点の密度を順に
足し合わせたものをX線と平面との交点
の値とする。
　フーリエ・スライス理論によると、上記
のような積分射影（integral projection）
によって作成された２D平面上の値の分布
をフーリエ変換したものは、もとになる３
D実数空間上の値の分布をフーリエ変換し
たものを、３Dフーリエ空間上で原点を通
る平面によって２Dスライスしたものと一
致する。そして、射影平面が３D実数空間
の軸と成す角度と、フーリエ２Dスライス
が３Dフーリエ空間の軸と成す角度は等し
くなる。

フーリエ・スライス理論と
バンド・リミテッド
　フーリエ変換ではその逆変換が非常によ
く似た性質を持っていることが大きな特徴

となっている。このため、「実数空間上で
の積分射影はフーリエ空間上のスライスに
対応している（B）」というフーリエ・ス
ライス理論は、同時に、「実数空間上での
スライスはフーリエ空間上では積分射影に
相当する（C）」ことを示している。
　そして、上記のフーリエ・スライス理
論（C）を言い換えると、実数空間上で３
Dノイズを２Dスライスしたものは、フー
リエ空間上の対応する２D平面上のテクス
チャとなるが、このテクスチャの各点ｐの
値は、その点における（フーリエ変換後の）
３Dノイズの値そのものではなく、点ｐか
ら平面に垂直な方向に飛ばしたレイに沿っ
て変換後の３Dノイズの値を拾い上げて足
し合わせたものとなる。
　フーリエ空間では、原点からの距離が周

フーリエ・スライス理論は、実数空間上での積分射影がフー
リエ空間上でのスライスに対応することを示している。こ
のスライス平面は、フーリエ空間の原点を通る平面で、な
おかつ、実数空間上の射影平面が実数空間の座標軸と成す
角度と、フーリエ空間上のスライス平面がフーリエ空間の
座標軸と成す角度は等しくなっている。

実数 2D空間を座標軸とある角度をなす直線でスライスし
てフーリエ変換したものは、フーリエ 2D空間上でも座標
軸と同じ角度を成す直線となり、スライス上の各点 pの値
は、点 pから直線に垂直な方向に向かって（右図の点線）
フーリエ空間上の値を足し合わせたものとなる。たとえば、
点 pがフーリエ空間上で原点に近くにあった場合、点 pは
2D平面上では低周波数の領域にあるわけだが、点線は原
点からの距離がゼロから無限大までの領域を切ることにな
り、スライス上の点 pの値は低周波数から高周波数までの
あらゆる周波数の領域の値を広い集めたものとなる。この
ことは、実数空間上のスライスによって周波数の分布が崩
されてしまうこと、言い換えるとバンドリミテッドな性質
が必ずしも保たれないことを示している。そこで、実数空
間上のスライスではなく、実数空間上の積分射影をモディ
ファイしたフィルタリングによって、3Dノイズ関数をサー
フェース上に射影する。これによって、バンドリミテッド
な性質を保った射影を行うことができる。

（d)のように、Wavelet ノイズは完全にバンドリミ
テッドになっているが、 (e) のように3D Wavelet
ノイズを 2Dスライスしたものでは、バンドリミ
テッドな性質が薄れてしまっている。（f）のように、
3DWavelet ノイズからフィルタリングを用いた射
影によって2Dノイズを作成すると、この2Dノ
イズでは低周波数の領域に高周波数のバンドの値
が入り混んでおらず、バンド同士の独立性が完全
に保障されており、この射影方法がバンドリミテッ
ドな性質を継承していることを示している。

 (a) のように、Perlin ノイズは完全にバンドリミ
テッドではないものの、バンドリミテッドな性質
は備えている。ところが、(b) のように 3D Perlin
ノイズを 2Dスライスしたものでは、バンドリミ
テッドな性質が全く失われてしまっている。

(a)2d Perlin noise

(b)2D Slice through 3D Perlin noise

(d)2d wavelet noise

(e)2D slice through 3D wavelet noise

(f)3D wavelet noise projected onto 2D

75
FDI・2005・11

波数に対応しており、原点に近い領域が低
周波数の領域に、原点から遠い領域が高周
波数の領域に対応している。したがって、
点ｐがフーリエ空間上で原点に近い位置に
あったとすると、３Dノイズの状態では点
ｐは低周波数の領域に属していたことにな
る。しかしながら、フーリエ・スライス理
論（C）によると、実数空間上の２Dスラ
イス対応したフーリエ平面上では、点ｐ
の値を算出するために、平面に垂直な方
向に沿って低周波数の領域から高周波数
の領域までの広い周波数の領域の値を拾
い上げることになる。つまり３Dノイズ
の状態では低周波数の領域に属するバン
ドでも、これを実数空間上で２Dスライ
スすると、２Dスライス上の対応するバ
ンドには高周波数の領域に属していたバ
ンドの値が入り混んでしまい、このバン
ドは必ずしも低周波数の領域に収まりき
らないことになり、このことは、実数空
間上での２Dスライスでは、３Dノイズ
が持つバンド・リミテッドな性質が必ず
しも継承されないことを示している。

バンドリミテッドな射影方法
　フーリエ・スライス理論（B）によると、
３Dノイズのサーフェースへの射影を積分
射影によって行えば、その結果作成される
サーフェース上の２Dノイズはバンド・リ
ミテッドな性質を継承できることになる。
しかしながら、論文中で目指されているバ
ンド・リミテッドな性質とは、数学的な意
味で完全にバンド・リミテッドな性質では
なく、これをより緩和した条件（A）を満

たすことだった。そこで、射影方法におい
ても、積分射影（サーフェースの法線方向
に沿って３Dノイズの値を足し合わせる）
をもう少し緩和し、サーフェースの法線方
向に沿って３Dノイズの値をフィルタリン
グする（３Dノイズの値に重み付けをして
足し合わせる）方法を提案している。ただ
し、やみくもにどのような種類のフィルタ
リングでもいいわけではなく、このフィル
タリングによって条件Aが満たされなく
はならない。そこで、フィルタリングの重
みを決定する関数として、Wavelet ノイ
ズの作成の場合と同様に、レンダリングに
おけるフィルタリングを行うカーネル関数
を設定し、このフィルタリングを用いた射
影方法が条件（A）を満たすことを証明し
ている。
　単純化のため、「射影」はｚ軸方向に沿っ
て行うと考え、また画像の解像度のレベル
は－１だと考える。この仮定のもので、上
記のような射影によって作成された２Ｄ
ノイズがバンド・リミテッドだということ
（条件Aを満たすということ）は、２Ｄノ
イズ関数にｘ方向のカーネル関数とｙ方向
のカーネル関数を掛けて領域内で積分した
結果がゼロとなることを意味している。と
ころが上記の射影方法では、この２Ｄノイ
ズ関数は、３Ｄノイズ関数にｚ方向のカー
ネル関数を掛けて領域内で積分したものと
なっている。ゆえに、２Ｄノイズがバンド・
リミテッドである条件は、ちょうど３Ｄノ
イズ関数にｘ方向・ｙ方向・ｚ方向の３つ
のカーネル関数を掛けて領域内で積分した
ものがゼロとなること、つまり３Ｄノイズ
関数がバンド・リミテッドである条件と一
致する。したがって、射影前の３Dノイズ
関数がバンド・リミテッドであれば、射影
後の２Dのノイズ関数もバンド・リミテッ

ドとなり、上記の射影方法はバンド・リミ
テッドな性質を継承できることになる。

現実を越えるリアリズムの表現
　Wavelet ノイズと上記のフィルタリン
グによる射影方法とを組み合わせると、い
かなるジオメトリー上のノイズ・テクス
チャにおいても、エイリアシングvsディ
テールの喪失という問題をほぼ完全に解決
することができる。このノイズ・テクスチャ
では、各バンドが独立しているため、最
終的なノイズの形状を予測しながらフレキ
シブルに重みの値を決定することができる
うえ、どのバンドにどのような重みをつけ
ようとも、レンダリングした結果はエイリ
アシングを起こさないことが保障されてい
る。したがって、通常ノイズの各バンドの
重みは一定とされているが、カメラからの
距離に応じてバンドの重みを変えてみるこ
ともできる。
　論文の最後で紹介されている "Infinite 
Noise" は、このようなアプローチをとっ
たもので、バンドの重みを変化させること
によって、カメラからの距離が遠くなるに
つれて、低周波数の領域のバンドが次第に
消え、代わりに高周波数の領域のバンドが
現れるようにしている。実際に現実の世界
ではこのようなことは起こり得るわけもな
いのだが、これによって、カメラがどれ
ほど遠景にズームしていってもノイズの形
状がはっきりと認識できるようにすること
ができ、なおかつ、人間の目にはこのよう
なアニメーションがごく自然に見えるとい
う。"Wavelet Noise" が本当に目指してい
たものは、バンド・リミテッドなノイズ関
数そのものというよりも、現実を越えたリ
アリズム、人間が見てより心地良いと思う
リアリズムを可能にする点にあったといえ
るのかもしれない。
（文献１) "Wavelet Noise"
(Robert Cook, Tony DeRose, Proceedings of 
Siggraph2005)
( 文献２) "Algorithms for Solid Noise Synthesis"
(J.P.Lewis, Prodeeding of Siggraph’89)
( 文献３) “Fourier Volume Rendering”
(Tom Malzbender , ACM Transact ion on 
Graphics 1993)

Noriko Kurachi

 Wavelet ノイズとフィルタリングによる射影を
組み合わせると、いかなるジオメトリーの物体表
面に対しても、完全にバンドリミテッドなノイズ
テクスチャを生成できる。バンド同士が独立して
いるため、最終的なノイズの形状を予測しながら
各バンドの重みを決定でき、いなかる重みをつけ
てもエイリアシングを起こさないことが保障され
ているため、（アニメーションにおいて）カメラ
からの距離の変化にしたがって重みを変化させる
こともできる。上図左は、ガウス関数を用いた
初期分布をもとに作成したWavelet ノイズ、右
は完全にランダムな初期分布をもとに作成した
Wavelet ノイズで、青の棒グラフの高さは、それ
ぞれのバンドの係数の大きさを表している。

Robert Cook：Cook-
Torrance モ デ ル や
Distributed Ray Tracing
の考案によってフォトリ
アリスティック・レンダ
リングの基盤を築いた。
レンダーマンに代表され
るマイクロ・ポリゴンを
用いたアンチ・エイリア
シングの考案者でもある

Tony DeRose：サブディ
ビジョン・サーフェース
の研究の第一人者。論文
中では、同氏の研究分野
であるMulti-resolution 
Analysis という解析方法
が多用されている
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のレベルのバンドはレベル0のバンドに
スケールを掛けるだけですむ。
　このように、カーネル関数を用いたフィ
ルタリングの計算で数学的な演算を置き換
え、バンド・リミテッドという性質を条件
（A）によって近似するというアプローチは、
「バンド・リミテッドな射影」という問題
の解決においても重要な役割を果すことに
なる。

ノイズ関数の射影
　サーフェース上にノイズ関数を生成する
方法の一つとして、非常に頻繁に用いられ
ているのが、３D空間上に生成した３Dノ
イズテクスチャを、２Dサーフェース上に
射影する方法だ。一言に「射影」といって
もさまざまな方法があるが、通常は、２D
サーフェース上の各点に３Dノイズ関数を
サンプリングする方法、言い換えると、３
D空間上の各点で算出されているノイズ関
数の値を、そのままサーフェースとの交点
にあてがう方法が用いられる。直感的には、
3D空間上に生成されているボリューメト
リックな３Dテクスチャをサーフェースで
切り取った断面が、サーフェース上の２D
テクスチャとなるため、一般的にこのよう
な射影方法は「２Dスライス」と呼ばれて
いる。
　射影方法がバンド・リミテッドな性質を
左右するかどうかということは、これまで
あまり問題視されることはなく、上記の２
Dスライスによる射影方法があたりまえの
ように用いられてきたが、論文“Wavelet 
Noise”は、「２Dスライスによる射影は、
３Dテクスチャが持つバンド・リミテッド
な性質を必ずしも継承できない」というこ
とを初めて理論的に明らかにし、２Dスラ
イスに代わる射影方法（バンド・リミテッ
ドな性質を保つ射影方法）を考案した。そ
して、そのために重要な役割を果したのが、
フーリエ・スライス理論と呼ばれる数学的
な定理だった。

フーリエ・スライス理論
（Fourier Slice Theorem）
　フーリエ・スライス理論そのものは
1950年代に証明された数学的な定理だ
が、実用面では、X線を用いて撮影した複

数の画像から臓器の３D構造を復元するた
めに活用されており、やがてこの方法は、
CGの分野でもフーリエ・ボリューム・レ
ンダリングと呼ばれる手法として理論化さ
れた（文献3）。
　X線を用いた撮影では、臓器の３D内
部構造をX線に垂直な平面上に射影する。
ただし、この射影は、２Dスライスのよ
うに３D内部構造と平面との交点の値（密
度）をそのまま割り振るのではなく、X線
に沿って３D内部構造の各点の密度を順に
足し合わせたものをX線と平面との交点
の値とする。
　フーリエ・スライス理論によると、上記
のような積分射影（integral projection）
によって作成された２D平面上の値の分布
をフーリエ変換したものは、もとになる３
D実数空間上の値の分布をフーリエ変換し
たものを、３Dフーリエ空間上で原点を通
る平面によって２Dスライスしたものと一
致する。そして、射影平面が３D実数空間
の軸と成す角度と、フーリエ２Dスライス
が３Dフーリエ空間の軸と成す角度は等し
くなる。

フーリエ・スライス理論と
バンド・リミテッド
　フーリエ変換ではその逆変換が非常によ
く似た性質を持っていることが大きな特徴

となっている。このため、「実数空間上で
の積分射影はフーリエ空間上のスライスに
対応している（B）」というフーリエ・ス
ライス理論は、同時に、「実数空間上での
スライスはフーリエ空間上では積分射影に
相当する（C）」ことを示している。
　そして、上記のフーリエ・スライス理
論（C）を言い換えると、実数空間上で３
Dノイズを２Dスライスしたものは、フー
リエ空間上の対応する２D平面上のテクス
チャとなるが、このテクスチャの各点ｐの
値は、その点における（フーリエ変換後の）
３Dノイズの値そのものではなく、点ｐか
ら平面に垂直な方向に飛ばしたレイに沿っ
て変換後の３Dノイズの値を拾い上げて足
し合わせたものとなる。
　フーリエ空間では、原点からの距離が周

フーリエ・スライス理論は、実数空間上での積分射影がフー
リエ空間上でのスライスに対応することを示している。こ
のスライス平面は、フーリエ空間の原点を通る平面で、な
おかつ、実数空間上の射影平面が実数空間の座標軸と成す
角度と、フーリエ空間上のスライス平面がフーリエ空間の
座標軸と成す角度は等しくなっている。

実数 2D空間を座標軸とある角度をなす直線でスライスし
てフーリエ変換したものは、フーリエ 2D空間上でも座標
軸と同じ角度を成す直線となり、スライス上の各点 pの値
は、点 pから直線に垂直な方向に向かって（右図の点線）
フーリエ空間上の値を足し合わせたものとなる。たとえば、
点 pがフーリエ空間上で原点に近くにあった場合、点 pは
2D平面上では低周波数の領域にあるわけだが、点線は原
点からの距離がゼロから無限大までの領域を切ることにな
り、スライス上の点 pの値は低周波数から高周波数までの
あらゆる周波数の領域の値を広い集めたものとなる。この
ことは、実数空間上のスライスによって周波数の分布が崩
されてしまうこと、言い換えるとバンドリミテッドな性質
が必ずしも保たれないことを示している。そこで、実数空
間上のスライスではなく、実数空間上の積分射影をモディ
ファイしたフィルタリングによって、3Dノイズ関数をサー
フェース上に射影する。これによって、バンドリミテッド
な性質を保った射影を行うことができる。

（d)のように、Wavelet ノイズは完全にバンドリミ
テッドになっているが、 (e) のように3D Wavelet
ノイズを 2Dスライスしたものでは、バンドリミ
テッドな性質が薄れてしまっている。（f）のように、
3DWavelet ノイズからフィルタリングを用いた射
影によって2Dノイズを作成すると、この2Dノ
イズでは低周波数の領域に高周波数のバンドの値
が入り混んでおらず、バンド同士の独立性が完全
に保障されており、この射影方法がバンドリミテッ
ドな性質を継承していることを示している。

 (a) のように、Perlin ノイズは完全にバンドリミ
テッドではないものの、バンドリミテッドな性質
は備えている。ところが、(b) のように 3D Perlin
ノイズを 2Dスライスしたものでは、バンドリミ
テッドな性質が全く失われてしまっている。

(a)2d Perlin noise

(b)2D Slice through 3D Perlin noise

(d)2d wavelet noise

(e)2D slice through 3D wavelet noise

(f)3D wavelet noise projected onto 2D
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波数に対応しており、原点に近い領域が低
周波数の領域に、原点から遠い領域が高周
波数の領域に対応している。したがって、
点ｐがフーリエ空間上で原点に近い位置に
あったとすると、３Dノイズの状態では点
ｐは低周波数の領域に属していたことにな
る。しかしながら、フーリエ・スライス理
論（C）によると、実数空間上の２Dスラ
イス対応したフーリエ平面上では、点ｐ
の値を算出するために、平面に垂直な方
向に沿って低周波数の領域から高周波数
の領域までの広い周波数の領域の値を拾
い上げることになる。つまり３Dノイズ
の状態では低周波数の領域に属するバン
ドでも、これを実数空間上で２Dスライ
スすると、２Dスライス上の対応するバ
ンドには高周波数の領域に属していたバ
ンドの値が入り混んでしまい、このバン
ドは必ずしも低周波数の領域に収まりき
らないことになり、このことは、実数空
間上での２Dスライスでは、３Dノイズ
が持つバンド・リミテッドな性質が必ず
しも継承されないことを示している。

バンドリミテッドな射影方法
　フーリエ・スライス理論（B）によると、
３Dノイズのサーフェースへの射影を積分
射影によって行えば、その結果作成される
サーフェース上の２Dノイズはバンド・リ
ミテッドな性質を継承できることになる。
しかしながら、論文中で目指されているバ
ンド・リミテッドな性質とは、数学的な意
味で完全にバンド・リミテッドな性質では
なく、これをより緩和した条件（A）を満

たすことだった。そこで、射影方法におい
ても、積分射影（サーフェースの法線方向
に沿って３Dノイズの値を足し合わせる）
をもう少し緩和し、サーフェースの法線方
向に沿って３Dノイズの値をフィルタリン
グする（３Dノイズの値に重み付けをして
足し合わせる）方法を提案している。ただ
し、やみくもにどのような種類のフィルタ
リングでもいいわけではなく、このフィル
タリングによって条件Aが満たされなく
はならない。そこで、フィルタリングの重
みを決定する関数として、Wavelet ノイ
ズの作成の場合と同様に、レンダリングに
おけるフィルタリングを行うカーネル関数
を設定し、このフィルタリングを用いた射
影方法が条件（A）を満たすことを証明し
ている。
　単純化のため、「射影」はｚ軸方向に沿っ
て行うと考え、また画像の解像度のレベル
は－１だと考える。この仮定のもので、上
記のような射影によって作成された２Ｄ
ノイズがバンド・リミテッドだということ
（条件Aを満たすということ）は、２Ｄノ
イズ関数にｘ方向のカーネル関数とｙ方向
のカーネル関数を掛けて領域内で積分した
結果がゼロとなることを意味している。と
ころが上記の射影方法では、この２Ｄノイ
ズ関数は、３Ｄノイズ関数にｚ方向のカー
ネル関数を掛けて領域内で積分したものと
なっている。ゆえに、２Ｄノイズがバンド・
リミテッドである条件は、ちょうど３Ｄノ
イズ関数にｘ方向・ｙ方向・ｚ方向の３つ
のカーネル関数を掛けて領域内で積分した
ものがゼロとなること、つまり３Ｄノイズ
関数がバンド・リミテッドである条件と一
致する。したがって、射影前の３Dノイズ
関数がバンド・リミテッドであれば、射影
後の２Dのノイズ関数もバンド・リミテッ

ドとなり、上記の射影方法はバンド・リミ
テッドな性質を継承できることになる。

現実を越えるリアリズムの表現
　Wavelet ノイズと上記のフィルタリン
グによる射影方法とを組み合わせると、い
かなるジオメトリー上のノイズ・テクス
チャにおいても、エイリアシングvsディ
テールの喪失という問題をほぼ完全に解決
することができる。このノイズ・テクスチャ
では、各バンドが独立しているため、最
終的なノイズの形状を予測しながらフレキ
シブルに重みの値を決定することができる
うえ、どのバンドにどのような重みをつけ
ようとも、レンダリングした結果はエイリ
アシングを起こさないことが保障されてい
る。したがって、通常ノイズの各バンドの
重みは一定とされているが、カメラからの
距離に応じてバンドの重みを変えてみるこ
ともできる。
　論文の最後で紹介されている "Infinite 
Noise" は、このようなアプローチをとっ
たもので、バンドの重みを変化させること
によって、カメラからの距離が遠くなるに
つれて、低周波数の領域のバンドが次第に
消え、代わりに高周波数の領域のバンドが
現れるようにしている。実際に現実の世界
ではこのようなことは起こり得るわけもな
いのだが、これによって、カメラがどれ
ほど遠景にズームしていってもノイズの形
状がはっきりと認識できるようにすること
ができ、なおかつ、人間の目にはこのよう
なアニメーションがごく自然に見えるとい
う。"Wavelet Noise" が本当に目指してい
たものは、バンド・リミテッドなノイズ関
数そのものというよりも、現実を越えたリ
アリズム、人間が見てより心地良いと思う
リアリズムを可能にする点にあったといえ
るのかもしれない。
（文献１) "Wavelet Noise"
(Robert Cook, Tony DeRose, Proceedings of 
Siggraph2005)
( 文献２) "Algorithms for Solid Noise Synthesis"
(J.P.Lewis, Prodeeding of Siggraph’89)
( 文献３) “Fourier Volume Rendering”
(Tom Malzbender , ACM Transact ion on 
Graphics 1993)

Noriko Kurachi

 Wavelet ノイズとフィルタリングによる射影を
組み合わせると、いかなるジオメトリーの物体表
面に対しても、完全にバンドリミテッドなノイズ
テクスチャを生成できる。バンド同士が独立して
いるため、最終的なノイズの形状を予測しながら
各バンドの重みを決定でき、いなかる重みをつけ
てもエイリアシングを起こさないことが保障され
ているため、（アニメーションにおいて）カメラ
からの距離の変化にしたがって重みを変化させる
こともできる。上図左は、ガウス関数を用いた
初期分布をもとに作成したWavelet ノイズ、右
は完全にランダムな初期分布をもとに作成した
Wavelet ノイズで、青の棒グラフの高さは、それ
ぞれのバンドの係数の大きさを表している。

Robert Cook：Cook-
Torrance モ デ ル や
Distributed Ray Tracing
の考案によってフォトリ
アリスティック・レンダ
リングの基盤を築いた。
レンダーマンに代表され
るマイクロ・ポリゴンを
用いたアンチ・エイリア
シングの考案者でもある

Tony DeRose：サブディ
ビジョン・サーフェース
の研究の第一人者。論文
中では、同氏の研究分野
であるMulti-resolution 
Analysis という解析方法
が多用されている
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のレベルのバンドはレベル0のバンドに
スケールを掛けるだけですむ。
　このように、カーネル関数を用いたフィ
ルタリングの計算で数学的な演算を置き換
え、バンド・リミテッドという性質を条件
（A）によって近似するというアプローチは、
「バンド・リミテッドな射影」という問題
の解決においても重要な役割を果すことに
なる。

ノイズ関数の射影
　サーフェース上にノイズ関数を生成する
方法の一つとして、非常に頻繁に用いられ
ているのが、３D空間上に生成した３Dノ
イズテクスチャを、２Dサーフェース上に
射影する方法だ。一言に「射影」といって
もさまざまな方法があるが、通常は、２D
サーフェース上の各点に３Dノイズ関数を
サンプリングする方法、言い換えると、３
D空間上の各点で算出されているノイズ関
数の値を、そのままサーフェースとの交点
にあてがう方法が用いられる。直感的には、
3D空間上に生成されているボリューメト
リックな３Dテクスチャをサーフェースで
切り取った断面が、サーフェース上の２D
テクスチャとなるため、一般的にこのよう
な射影方法は「２Dスライス」と呼ばれて
いる。
　射影方法がバンド・リミテッドな性質を
左右するかどうかということは、これまで
あまり問題視されることはなく、上記の２
Dスライスによる射影方法があたりまえの
ように用いられてきたが、論文“Wavelet 
Noise”は、「２Dスライスによる射影は、
３Dテクスチャが持つバンド・リミテッド
な性質を必ずしも継承できない」というこ
とを初めて理論的に明らかにし、２Dスラ
イスに代わる射影方法（バンド・リミテッ
ドな性質を保つ射影方法）を考案した。そ
して、そのために重要な役割を果したのが、
フーリエ・スライス理論と呼ばれる数学的
な定理だった。

フーリエ・スライス理論
（Fourier Slice Theorem）
　フーリエ・スライス理論そのものは
1950年代に証明された数学的な定理だ
が、実用面では、X線を用いて撮影した複

数の画像から臓器の３D構造を復元するた
めに活用されており、やがてこの方法は、
CGの分野でもフーリエ・ボリューム・レ
ンダリングと呼ばれる手法として理論化さ
れた（文献3）。
　X線を用いた撮影では、臓器の３D内
部構造をX線に垂直な平面上に射影する。
ただし、この射影は、２Dスライスのよ
うに３D内部構造と平面との交点の値（密
度）をそのまま割り振るのではなく、X線
に沿って３D内部構造の各点の密度を順に
足し合わせたものをX線と平面との交点
の値とする。
　フーリエ・スライス理論によると、上記
のような積分射影（integral projection）
によって作成された２D平面上の値の分布
をフーリエ変換したものは、もとになる３
D実数空間上の値の分布をフーリエ変換し
たものを、３Dフーリエ空間上で原点を通
る平面によって２Dスライスしたものと一
致する。そして、射影平面が３D実数空間
の軸と成す角度と、フーリエ２Dスライス
が３Dフーリエ空間の軸と成す角度は等し
くなる。

フーリエ・スライス理論と
バンド・リミテッド
　フーリエ変換ではその逆変換が非常によ
く似た性質を持っていることが大きな特徴

となっている。このため、「実数空間上で
の積分射影はフーリエ空間上のスライスに
対応している（B）」というフーリエ・ス
ライス理論は、同時に、「実数空間上での
スライスはフーリエ空間上では積分射影に
相当する（C）」ことを示している。
　そして、上記のフーリエ・スライス理
論（C）を言い換えると、実数空間上で３
Dノイズを２Dスライスしたものは、フー
リエ空間上の対応する２D平面上のテクス
チャとなるが、このテクスチャの各点ｐの
値は、その点における（フーリエ変換後の）
３Dノイズの値そのものではなく、点ｐか
ら平面に垂直な方向に飛ばしたレイに沿っ
て変換後の３Dノイズの値を拾い上げて足
し合わせたものとなる。
　フーリエ空間では、原点からの距離が周

フーリエ・スライス理論は、実数空間上での積分射影がフー
リエ空間上でのスライスに対応することを示している。こ
のスライス平面は、フーリエ空間の原点を通る平面で、な
おかつ、実数空間上の射影平面が実数空間の座標軸と成す
角度と、フーリエ空間上のスライス平面がフーリエ空間の
座標軸と成す角度は等しくなっている。

実数 2D空間を座標軸とある角度をなす直線でスライスし
てフーリエ変換したものは、フーリエ 2D空間上でも座標
軸と同じ角度を成す直線となり、スライス上の各点 pの値
は、点 pから直線に垂直な方向に向かって（右図の点線）
フーリエ空間上の値を足し合わせたものとなる。たとえば、
点 pがフーリエ空間上で原点に近くにあった場合、点 pは
2D平面上では低周波数の領域にあるわけだが、点線は原
点からの距離がゼロから無限大までの領域を切ることにな
り、スライス上の点 pの値は低周波数から高周波数までの
あらゆる周波数の領域の値を広い集めたものとなる。この
ことは、実数空間上のスライスによって周波数の分布が崩
されてしまうこと、言い換えるとバンドリミテッドな性質
が必ずしも保たれないことを示している。そこで、実数空
間上のスライスではなく、実数空間上の積分射影をモディ
ファイしたフィルタリングによって、3Dノイズ関数をサー
フェース上に射影する。これによって、バンドリミテッド
な性質を保った射影を行うことができる。

（d)のように、Wavelet ノイズは完全にバンドリミ
テッドになっているが、 (e) のように3D Wavelet
ノイズを 2Dスライスしたものでは、バンドリミ
テッドな性質が薄れてしまっている。（f）のように、
3DWavelet ノイズからフィルタリングを用いた射
影によって2Dノイズを作成すると、この2Dノ
イズでは低周波数の領域に高周波数のバンドの値
が入り混んでおらず、バンド同士の独立性が完全
に保障されており、この射影方法がバンドリミテッ
ドな性質を継承していることを示している。

 (a) のように、Perlin ノイズは完全にバンドリミ
テッドではないものの、バンドリミテッドな性質
は備えている。ところが、(b) のように 3D Perlin
ノイズを 2Dスライスしたものでは、バンドリミ
テッドな性質が全く失われてしまっている。

(a)2d Perlin noise

(b)2D Slice through 3D Perlin noise

(d)2d wavelet noise

(e)2D slice through 3D wavelet noise

(f)3D wavelet noise projected onto 2D
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波数に対応しており、原点に近い領域が低
周波数の領域に、原点から遠い領域が高周
波数の領域に対応している。したがって、
点ｐがフーリエ空間上で原点に近い位置に
あったとすると、３Dノイズの状態では点
ｐは低周波数の領域に属していたことにな
る。しかしながら、フーリエ・スライス理
論（C）によると、実数空間上の２Dスラ
イス対応したフーリエ平面上では、点ｐ
の値を算出するために、平面に垂直な方
向に沿って低周波数の領域から高周波数
の領域までの広い周波数の領域の値を拾
い上げることになる。つまり３Dノイズ
の状態では低周波数の領域に属するバン
ドでも、これを実数空間上で２Dスライ
スすると、２Dスライス上の対応するバ
ンドには高周波数の領域に属していたバ
ンドの値が入り混んでしまい、このバン
ドは必ずしも低周波数の領域に収まりき
らないことになり、このことは、実数空
間上での２Dスライスでは、３Dノイズ
が持つバンド・リミテッドな性質が必ず
しも継承されないことを示している。

バンドリミテッドな射影方法
　フーリエ・スライス理論（B）によると、
３Dノイズのサーフェースへの射影を積分
射影によって行えば、その結果作成される
サーフェース上の２Dノイズはバンド・リ
ミテッドな性質を継承できることになる。
しかしながら、論文中で目指されているバ
ンド・リミテッドな性質とは、数学的な意
味で完全にバンド・リミテッドな性質では
なく、これをより緩和した条件（A）を満

たすことだった。そこで、射影方法におい
ても、積分射影（サーフェースの法線方向
に沿って３Dノイズの値を足し合わせる）
をもう少し緩和し、サーフェースの法線方
向に沿って３Dノイズの値をフィルタリン
グする（３Dノイズの値に重み付けをして
足し合わせる）方法を提案している。ただ
し、やみくもにどのような種類のフィルタ
リングでもいいわけではなく、このフィル
タリングによって条件Aが満たされなく
はならない。そこで、フィルタリングの重
みを決定する関数として、Wavelet ノイ
ズの作成の場合と同様に、レンダリングに
おけるフィルタリングを行うカーネル関数
を設定し、このフィルタリングを用いた射
影方法が条件（A）を満たすことを証明し
ている。
　単純化のため、「射影」はｚ軸方向に沿っ
て行うと考え、また画像の解像度のレベル
は－１だと考える。この仮定のもので、上
記のような射影によって作成された２Ｄ
ノイズがバンド・リミテッドだということ
（条件Aを満たすということ）は、２Ｄノ
イズ関数にｘ方向のカーネル関数とｙ方向
のカーネル関数を掛けて領域内で積分した
結果がゼロとなることを意味している。と
ころが上記の射影方法では、この２Ｄノイ
ズ関数は、３Ｄノイズ関数にｚ方向のカー
ネル関数を掛けて領域内で積分したものと
なっている。ゆえに、２Ｄノイズがバンド・
リミテッドである条件は、ちょうど３Ｄノ
イズ関数にｘ方向・ｙ方向・ｚ方向の３つ
のカーネル関数を掛けて領域内で積分した
ものがゼロとなること、つまり３Ｄノイズ
関数がバンド・リミテッドである条件と一
致する。したがって、射影前の３Dノイズ
関数がバンド・リミテッドであれば、射影
後の２Dのノイズ関数もバンド・リミテッ

ドとなり、上記の射影方法はバンド・リミ
テッドな性質を継承できることになる。

現実を越えるリアリズムの表現
　Wavelet ノイズと上記のフィルタリン
グによる射影方法とを組み合わせると、い
かなるジオメトリー上のノイズ・テクス
チャにおいても、エイリアシングvsディ
テールの喪失という問題をほぼ完全に解決
することができる。このノイズ・テクスチャ
では、各バンドが独立しているため、最
終的なノイズの形状を予測しながらフレキ
シブルに重みの値を決定することができる
うえ、どのバンドにどのような重みをつけ
ようとも、レンダリングした結果はエイリ
アシングを起こさないことが保障されてい
る。したがって、通常ノイズの各バンドの
重みは一定とされているが、カメラからの
距離に応じてバンドの重みを変えてみるこ
ともできる。
　論文の最後で紹介されている "Infinite 
Noise" は、このようなアプローチをとっ
たもので、バンドの重みを変化させること
によって、カメラからの距離が遠くなるに
つれて、低周波数の領域のバンドが次第に
消え、代わりに高周波数の領域のバンドが
現れるようにしている。実際に現実の世界
ではこのようなことは起こり得るわけもな
いのだが、これによって、カメラがどれ
ほど遠景にズームしていってもノイズの形
状がはっきりと認識できるようにすること
ができ、なおかつ、人間の目にはこのよう
なアニメーションがごく自然に見えるとい
う。"Wavelet Noise" が本当に目指してい
たものは、バンド・リミテッドなノイズ関
数そのものというよりも、現実を越えたリ
アリズム、人間が見てより心地良いと思う
リアリズムを可能にする点にあったといえ
るのかもしれない。
（文献１) "Wavelet Noise"
(Robert Cook, Tony DeRose, Proceedings of 
Siggraph2005)
( 文献２) "Algorithms for Solid Noise Synthesis"
(J.P.Lewis, Prodeeding of Siggraph’89)
( 文献３) “Fourier Volume Rendering”
(Tom Malzbender , ACM Transact ion on 
Graphics 1993)

Noriko Kurachi

 Wavelet ノイズとフィルタリングによる射影を
組み合わせると、いかなるジオメトリーの物体表
面に対しても、完全にバンドリミテッドなノイズ
テクスチャを生成できる。バンド同士が独立して
いるため、最終的なノイズの形状を予測しながら
各バンドの重みを決定でき、いなかる重みをつけ
てもエイリアシングを起こさないことが保障され
ているため、（アニメーションにおいて）カメラ
からの距離の変化にしたがって重みを変化させる
こともできる。上図左は、ガウス関数を用いた
初期分布をもとに作成したWavelet ノイズ、右
は完全にランダムな初期分布をもとに作成した
Wavelet ノイズで、青の棒グラフの高さは、それ
ぞれのバンドの係数の大きさを表している。

Robert Cook：Cook-
Torrance モ デ ル や
Distributed Ray Tracing
の考案によってフォトリ
アリスティック・レンダ
リングの基盤を築いた。
レンダーマンに代表され
るマイクロ・ポリゴンを
用いたアンチ・エイリア
シングの考案者でもある

Tony DeRose：サブディ
ビジョン・サーフェース
の研究の第一人者。論文
中では、同氏の研究分野
であるMulti-resolution 
Analysis という解析方法
が多用されている
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のレベルのバンドはレベル0のバンドに
スケールを掛けるだけですむ。
　このように、カーネル関数を用いたフィ
ルタリングの計算で数学的な演算を置き換
え、バンド・リミテッドという性質を条件
（A）によって近似するというアプローチは、
「バンド・リミテッドな射影」という問題
の解決においても重要な役割を果すことに
なる。

ノイズ関数の射影
　サーフェース上にノイズ関数を生成する
方法の一つとして、非常に頻繁に用いられ
ているのが、３D空間上に生成した３Dノ
イズテクスチャを、２Dサーフェース上に
射影する方法だ。一言に「射影」といって
もさまざまな方法があるが、通常は、２D
サーフェース上の各点に３Dノイズ関数を
サンプリングする方法、言い換えると、３
D空間上の各点で算出されているノイズ関
数の値を、そのままサーフェースとの交点
にあてがう方法が用いられる。直感的には、
3D空間上に生成されているボリューメト
リックな３Dテクスチャをサーフェースで
切り取った断面が、サーフェース上の２D
テクスチャとなるため、一般的にこのよう
な射影方法は「２Dスライス」と呼ばれて
いる。
　射影方法がバンド・リミテッドな性質を
左右するかどうかということは、これまで
あまり問題視されることはなく、上記の２
Dスライスによる射影方法があたりまえの
ように用いられてきたが、論文“Wavelet 
Noise”は、「２Dスライスによる射影は、
３Dテクスチャが持つバンド・リミテッド
な性質を必ずしも継承できない」というこ
とを初めて理論的に明らかにし、２Dスラ
イスに代わる射影方法（バンド・リミテッ
ドな性質を保つ射影方法）を考案した。そ
して、そのために重要な役割を果したのが、
フーリエ・スライス理論と呼ばれる数学的
な定理だった。

フーリエ・スライス理論
（Fourier Slice Theorem）
　フーリエ・スライス理論そのものは
1950年代に証明された数学的な定理だ
が、実用面では、X線を用いて撮影した複

数の画像から臓器の３D構造を復元するた
めに活用されており、やがてこの方法は、
CGの分野でもフーリエ・ボリューム・レ
ンダリングと呼ばれる手法として理論化さ
れた（文献3）。
　X線を用いた撮影では、臓器の３D内
部構造をX線に垂直な平面上に射影する。
ただし、この射影は、２Dスライスのよ
うに３D内部構造と平面との交点の値（密
度）をそのまま割り振るのではなく、X線
に沿って３D内部構造の各点の密度を順に
足し合わせたものをX線と平面との交点
の値とする。
　フーリエ・スライス理論によると、上記
のような積分射影（integral projection）
によって作成された２D平面上の値の分布
をフーリエ変換したものは、もとになる３
D実数空間上の値の分布をフーリエ変換し
たものを、３Dフーリエ空間上で原点を通
る平面によって２Dスライスしたものと一
致する。そして、射影平面が３D実数空間
の軸と成す角度と、フーリエ２Dスライス
が３Dフーリエ空間の軸と成す角度は等し
くなる。

フーリエ・スライス理論と
バンド・リミテッド
　フーリエ変換ではその逆変換が非常によ
く似た性質を持っていることが大きな特徴

となっている。このため、「実数空間上で
の積分射影はフーリエ空間上のスライスに
対応している（B）」というフーリエ・ス
ライス理論は、同時に、「実数空間上での
スライスはフーリエ空間上では積分射影に
相当する（C）」ことを示している。
　そして、上記のフーリエ・スライス理
論（C）を言い換えると、実数空間上で３
Dノイズを２Dスライスしたものは、フー
リエ空間上の対応する２D平面上のテクス
チャとなるが、このテクスチャの各点ｐの
値は、その点における（フーリエ変換後の）
３Dノイズの値そのものではなく、点ｐか
ら平面に垂直な方向に飛ばしたレイに沿っ
て変換後の３Dノイズの値を拾い上げて足
し合わせたものとなる。
　フーリエ空間では、原点からの距離が周

フーリエ・スライス理論は、実数空間上での積分射影がフー
リエ空間上でのスライスに対応することを示している。こ
のスライス平面は、フーリエ空間の原点を通る平面で、な
おかつ、実数空間上の射影平面が実数空間の座標軸と成す
角度と、フーリエ空間上のスライス平面がフーリエ空間の
座標軸と成す角度は等しくなっている。

実数 2D空間を座標軸とある角度をなす直線でスライスし
てフーリエ変換したものは、フーリエ 2D空間上でも座標
軸と同じ角度を成す直線となり、スライス上の各点 pの値
は、点 pから直線に垂直な方向に向かって（右図の点線）
フーリエ空間上の値を足し合わせたものとなる。たとえば、
点 pがフーリエ空間上で原点に近くにあった場合、点 pは
2D平面上では低周波数の領域にあるわけだが、点線は原
点からの距離がゼロから無限大までの領域を切ることにな
り、スライス上の点 pの値は低周波数から高周波数までの
あらゆる周波数の領域の値を広い集めたものとなる。この
ことは、実数空間上のスライスによって周波数の分布が崩
されてしまうこと、言い換えるとバンドリミテッドな性質
が必ずしも保たれないことを示している。そこで、実数空
間上のスライスではなく、実数空間上の積分射影をモディ
ファイしたフィルタリングによって、3Dノイズ関数をサー
フェース上に射影する。これによって、バンドリミテッド
な性質を保った射影を行うことができる。

（d)のように、Wavelet ノイズは完全にバンドリミ
テッドになっているが、 (e) のように3D Wavelet
ノイズを 2Dスライスしたものでは、バンドリミ
テッドな性質が薄れてしまっている。（f）のように、
3DWavelet ノイズからフィルタリングを用いた射
影によって2Dノイズを作成すると、この2Dノ
イズでは低周波数の領域に高周波数のバンドの値
が入り混んでおらず、バンド同士の独立性が完全
に保障されており、この射影方法がバンドリミテッ
ドな性質を継承していることを示している。

 (a) のように、Perlin ノイズは完全にバンドリミ
テッドではないものの、バンドリミテッドな性質
は備えている。ところが、(b) のように 3D Perlin
ノイズを 2Dスライスしたものでは、バンドリミ
テッドな性質が全く失われてしまっている。

(a)2d Perlin noise

(b)2D Slice through 3D Perlin noise

(d)2d wavelet noise

(e)2D slice through 3D wavelet noise

(f)3D wavelet noise projected onto 2D
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波数に対応しており、原点に近い領域が低
周波数の領域に、原点から遠い領域が高周
波数の領域に対応している。したがって、
点ｐがフーリエ空間上で原点に近い位置に
あったとすると、３Dノイズの状態では点
ｐは低周波数の領域に属していたことにな
る。しかしながら、フーリエ・スライス理
論（C）によると、実数空間上の２Dスラ
イス対応したフーリエ平面上では、点ｐ
の値を算出するために、平面に垂直な方
向に沿って低周波数の領域から高周波数
の領域までの広い周波数の領域の値を拾
い上げることになる。つまり３Dノイズ
の状態では低周波数の領域に属するバン
ドでも、これを実数空間上で２Dスライ
スすると、２Dスライス上の対応するバ
ンドには高周波数の領域に属していたバ
ンドの値が入り混んでしまい、このバン
ドは必ずしも低周波数の領域に収まりき
らないことになり、このことは、実数空
間上での２Dスライスでは、３Dノイズ
が持つバンド・リミテッドな性質が必ず
しも継承されないことを示している。

バンドリミテッドな射影方法
　フーリエ・スライス理論（B）によると、
３Dノイズのサーフェースへの射影を積分
射影によって行えば、その結果作成される
サーフェース上の２Dノイズはバンド・リ
ミテッドな性質を継承できることになる。
しかしながら、論文中で目指されているバ
ンド・リミテッドな性質とは、数学的な意
味で完全にバンド・リミテッドな性質では
なく、これをより緩和した条件（A）を満

たすことだった。そこで、射影方法におい
ても、積分射影（サーフェースの法線方向
に沿って３Dノイズの値を足し合わせる）
をもう少し緩和し、サーフェースの法線方
向に沿って３Dノイズの値をフィルタリン
グする（３Dノイズの値に重み付けをして
足し合わせる）方法を提案している。ただ
し、やみくもにどのような種類のフィルタ
リングでもいいわけではなく、このフィル
タリングによって条件Aが満たされなく
はならない。そこで、フィルタリングの重
みを決定する関数として、Wavelet ノイ
ズの作成の場合と同様に、レンダリングに
おけるフィルタリングを行うカーネル関数
を設定し、このフィルタリングを用いた射
影方法が条件（A）を満たすことを証明し
ている。
　単純化のため、「射影」はｚ軸方向に沿っ
て行うと考え、また画像の解像度のレベル
は－１だと考える。この仮定のもので、上
記のような射影によって作成された２Ｄ
ノイズがバンド・リミテッドだということ
（条件Aを満たすということ）は、２Ｄノ
イズ関数にｘ方向のカーネル関数とｙ方向
のカーネル関数を掛けて領域内で積分した
結果がゼロとなることを意味している。と
ころが上記の射影方法では、この２Ｄノイ
ズ関数は、３Ｄノイズ関数にｚ方向のカー
ネル関数を掛けて領域内で積分したものと
なっている。ゆえに、２Ｄノイズがバンド・
リミテッドである条件は、ちょうど３Ｄノ
イズ関数にｘ方向・ｙ方向・ｚ方向の３つ
のカーネル関数を掛けて領域内で積分した
ものがゼロとなること、つまり３Ｄノイズ
関数がバンド・リミテッドである条件と一
致する。したがって、射影前の３Dノイズ
関数がバンド・リミテッドであれば、射影
後の２Dのノイズ関数もバンド・リミテッ

ドとなり、上記の射影方法はバンド・リミ
テッドな性質を継承できることになる。

現実を越えるリアリズムの表現
　Wavelet ノイズと上記のフィルタリン
グによる射影方法とを組み合わせると、い
かなるジオメトリー上のノイズ・テクス
チャにおいても、エイリアシングvsディ
テールの喪失という問題をほぼ完全に解決
することができる。このノイズ・テクスチャ
では、各バンドが独立しているため、最
終的なノイズの形状を予測しながらフレキ
シブルに重みの値を決定することができる
うえ、どのバンドにどのような重みをつけ
ようとも、レンダリングした結果はエイリ
アシングを起こさないことが保障されてい
る。したがって、通常ノイズの各バンドの
重みは一定とされているが、カメラからの
距離に応じてバンドの重みを変えてみるこ
ともできる。
　論文の最後で紹介されている "Infinite 
Noise" は、このようなアプローチをとっ
たもので、バンドの重みを変化させること
によって、カメラからの距離が遠くなるに
つれて、低周波数の領域のバンドが次第に
消え、代わりに高周波数の領域のバンドが
現れるようにしている。実際に現実の世界
ではこのようなことは起こり得るわけもな
いのだが、これによって、カメラがどれ
ほど遠景にズームしていってもノイズの形
状がはっきりと認識できるようにすること
ができ、なおかつ、人間の目にはこのよう
なアニメーションがごく自然に見えるとい
う。"Wavelet Noise" が本当に目指してい
たものは、バンド・リミテッドなノイズ関
数そのものというよりも、現実を越えたリ
アリズム、人間が見てより心地良いと思う
リアリズムを可能にする点にあったといえ
るのかもしれない。
（文献１) "Wavelet Noise"
(Robert Cook, Tony DeRose, Proceedings of 
Siggraph2005)
( 文献２) "Algorithms for Solid Noise Synthesis"
(J.P.Lewis, Prodeeding of Siggraph’89)
( 文献３) “Fourier Volume Rendering”
(Tom Malzbender , ACM Transact ion on 
Graphics 1993)

Noriko Kurachi

 Wavelet ノイズとフィルタリングによる射影を
組み合わせると、いかなるジオメトリーの物体表
面に対しても、完全にバンドリミテッドなノイズ
テクスチャを生成できる。バンド同士が独立して
いるため、最終的なノイズの形状を予測しながら
各バンドの重みを決定でき、いなかる重みをつけ
てもエイリアシングを起こさないことが保障され
ているため、（アニメーションにおいて）カメラ
からの距離の変化にしたがって重みを変化させる
こともできる。上図左は、ガウス関数を用いた
初期分布をもとに作成したWavelet ノイズ、右
は完全にランダムな初期分布をもとに作成した
Wavelet ノイズで、青の棒グラフの高さは、それ
ぞれのバンドの係数の大きさを表している。
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